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Resumo

Diversas foram as explicagdes para o movimento de corpos celestes ao longo dos séculos. O modelo de gravitagdo
mais consolidado atualmente é baseado na Teoria da Relatividade Geral de Einstein proposto no inicio do século
XX. Apesar da Relatividade Geral ser bem consolidada e tem se mostrado efetiva quando comparada aos dados
observacionais, ¢ valido buscar alternativas dentro da teoria de gravitagdo newtoniana para modelagem de proble-
mas celestes, de modo que os efeitos relativisticos nao sdo tdo distinguiveis dos newtonianos. Em vista disso, o
presente trabalho visou estudar uma classe de teorias newtonianas com acoplamento varidvel através da proposicao
de uma lagrangiana geral. Para a realizacdo deste estudo foi feito um estudo dirigido dos fundamentos fisicos e
matematicos da gravitacdo newtoniana e utilizou-se de teorias de perturbacdio para analisar a forca gravitacional
perturbada. Com isso, encontrou-se um potencial gravitacional efetivo que depende do potencial gravitacional
classico e de um potencial auxiliar também presente na Relatividade Geral. Assim, encontrou-se uma equagio
para a for¢ca em um sistema bindrio na qual a sua componente de perturbacio foi utilizada para avaliar a influéncia

na variac¢@o dos parametros orbitais através do método de variagdo de 6rbitas osculantes.

Palavras-chave: Teorias alternativas da gravitacdo. Gravitagdo newtoniana modificada.Testes gravitacionais.

1 Introducao

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) desenvolvida por Einstein descreve fendmenos gravitacionais com precisdo
através da curvatura gerada no espaco-tempo devido a presenca de matéria e/ou energia. Desde a sua divulgacdo no
meio académico pode-se explicar problemas nos quais as teorias de gravitacdo newtonianas ndo explicavam, como
o avanco do periélio de mercirio e a mudanga no periodo orbital de sistemas bindrios de acordo com a emissao de

ondas gravitacionais.

Apesar da TRG estar em concordancia com testes observacionais e ser capaz de descrever regimes gravitacionais
de campos fracos e fortes, hd anomalias que instigam a busca por mudangas na TRG de modo que seja possivel des-

crever tais fendmenos. A expansdo acelerada do universo e a rotacdo de galdxias com velocidades maiores do que
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o esperado devido a quantidade de massa observada sdo corrigidas através da inclusdo de conceitos como matéria
escura e energia escura (RODRIGUES; HERNANDEZ-ARBOLEDA, 2021; REIS; SIFFERT, 2022: VELTEN,
2020).

Algumas das teorias alternativas de gravitagdo modificada atuais t€m quebrado a correspondéncia com a gravitagdo
newtoniana em campos fracos e baixas velocidades (LANDSBERG; BISHOP, 1975; MCVITTIE, 1978; DUVAL;
GIBBONS; HORVATHY, 1991; CHRISTODOULOU; KAZANAS, 2018). Isso ocorre devido a dependéncia
exponencial da distancia nestas teorias, sendo introduzidos para corrigir o potencial gravitacional usual, gerando
entdo um acoplamento gravitacional varidvel no espaco e no tempo, essa intensidade ¢ mediada pela constante G.

E possivel entdo pensar em como a gravitacdo newtoniana pode ser alterada de modo que G seja varidvel.

Neste contexto, varios trabalhos foram desenvolvidos em busca dessa mudanca na teoria newtoniana. Neste tra-
balho busca-se analisar a estrutura matemadtica e as implicacdes fisicas de uma lagrangiana mais geral para dois
potenciais em regime de campo fraco. Com isso, este subprojeto estd inserido no contexto do projeto intitulado
“Aspectos observacionais de teorias da gravitagdo” visando analisar uma classe de teorias newtonianas a G varid-

vel.

2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho foi de analisar, através de teorias de pertubacdo, uma classe de teorias alternativas

da gravitacdo com um campo dindmico acoplado a lagrangiana do campo gravitacional.

Com isso, foram propostos os seguintes objetivos especificos:
* Estudo dirigido sobre calculo variacional e mecénica lagrangiana, para nivelamento do bolsista;
» Estudo de técnicas perturbativas em Orbitas planetarias e cdlculo do avango do periélio orbital;

* Aplicagdo do conhecimento adquirido anteriormente ao caso de classes mais gerais de teoria gravitacional

newtoniana a G variavel,

» Elaboracdo de um artigo técnico-cientifico para publicacdo em revista especializada.

3 Embasamento teorico

Uma lagrangiana L € obtida através da diferenca entre a energia cinética e a energia potencial de um sistema, sendo
ela uma func¢@o a ser minimizada de acordo com o Principio Variaciona(THORNTON; MARION, 2011). Para

avaliar a dindmica do sistema utiliza-se a equagdo de Euler-Lagrange (1),

L d L

0y j=1,2, .., 1
8qj dlan / 5 M
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naqual L=L(q;,q;,t) é alagrangiana do sistema de particulas, ¢; sdo as coordenadas generalizadas, ¢; = dg;/dt
as velocidades generalizadas e s o nimero de graus de liberdade do sistema. A partir dai, pode-se estender o
conceito e as ferramentas fisico-matematicas desenvolvidas para o caso de um sistema de particulas para sistemas
de campos, dando origem a Teoria Clédssica de Campos (LEMOS, 2007), levando a Equacdo de Euler-Lagrange

para varios campos em 3 dimensdes, a saber, a equacdo (2) abaixo

V. ii +£ aai f&ﬁ:o;a:m,...,z\/, 2)
I(Vey)) 91 \9(%e)) I¢u

sendo que .€ = Z(@q, ﬁq)a, %@,?J) ¢, formalmente, a densidade lagrangiana a ser tratada e ¢ sdo os campos.
Assim, estes conceitos sdo utilizados para estudar diferentes lagrangianas para o campo gravitacional para encon-
trar sua equagdo dinadmica. Primeiramente utiliza-se o caso cldssico da lagrangiana newtoniana, descrita como na
equacdo (3),
Vy - Vy
L= —5 +4nGpwy, 3

onde p € a densidade de matéria, Y € o potencial gravitacional newtoniano e G € a constante gravitacional newto-

niana. Substituindo (3) em (1) obtemos a equacdo (4) abaixo
V2y =4nGp, 4)

que é a conhecida equagdo de Poisson, satisfeita pelo campo gravitacional newtoniano.

Com isso, pode-se progredir para o estudo de uma lagrangiana mais geral do campo gravitacional onde G passa a

ser variavel. O modelo a ser trabalhado deriva da lagrangiana (5), proposta por Fabris et al. (2021),

Vy-Vy o 6?2 e =
f=——— — —c'Vo-Vo | +povy. 5

87Go 871G <"’oz poy )
Neste caso temos £ = Z(y, o, 61[/,60, 6) uma densidade lagrangiana dependente de dois campos e suas pri-
meiras derivadas, além de @ como uma constante de arbitrdria. De modo andlogo ao caso cldssico substituimos

(5) na Equacdo de Lagrange (1) e encontramos as equagdes dinamicas (6) e (7),

N
o6
Viy=4 —— (=
v =4nGopo 5 (O_) ; (6)
1 [ d[(6\ 6y ATGoy
Vi — |lw= (= T =— . 7
5 [wdt <O‘)+ 6] wc* ™

4  Materiais e Métodos

Para a realizacdo dos objetivos propostos seguiu-se o seguinte caminho metodoldgico:

1. Estudo dirigido e nivelamento: Na intencdo do aluno desenvolver o ferramental matemdtico necessdrio
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realizou-se um estudo dirigido sobre o Calculo Variacional e os fundamentos da Mecanica Lagrangiana no
livro-texto Dinamica Classica de particulas e sistemas (THORNTON; MARION, 2011). Utilizou-se o livro-
texto Mecanica Analitica (LEMOS, ) para complementacdo de Célculo Variacional e o estudo de Teorias de

Campos Cl4ssicos.

2. Andlise lagrangiana da gravitacdo newtoniana a G varidvel: Estudou-se a Equacéo (5) para consolidac¢io do
ferramental matematico. A partir disso, deu-se inicio ao estudo da Equacdo (8) e aplicacdo de um método
perturbativo, consistente com a descri¢cdo do Sistema Solar, para encontrar o potencial gravitacional efetivo

e, posteriormente, a equacdo aproximada da forca gravitacional para um sistema de NV corpos massivos;

3. Vinculagdo da lagrangiana geral com observacdes: Com a obtencdo da forca gravitacional pode-se obter
a equagdo da forca gravitacional com componente perturbativa. Através do método das 6rbitas osculantes
(POISSON; WILL, 2014) obteve-se a variacdo de parimetros keplerianos e a sua comparagdo com os dados

observacionais para o avango do periélio de Mercirio permite estabelecer um vinculo para lagrangiana.

5 Resultados e Discussao

A lagrangiana (5) € um caso especifico da forma generalizada (8) proposta no subprojeto da inicia¢do cientifica de
que se trata este relatorio,
TyIy o

) — -
4= RaG, 826 (ﬂ"”")" _g(‘/’»G)VG‘VG)JrPh(G)W- (8)

Neste caso temos f(y, 0) e g(y, ) como duas fungdes dependentes dos dois campos escalares e (o) dependente
somente do campo o, portanto, temos um caso generalizado. Aplicamos entdo as equagdes de movimento de

Euler-Lagrange a lagrangiana (8), pra obter as equagdes dinamicas destes campos, equagdes (9) e (10) abaixo

- PR% 0%
Vo= -Z= =0, 9
(a(w)> Iy ©)

- 0.7 0 (0L 0%

Desenvolvendo as equacgdes acima, encontramos

VZ‘I"*‘% (c'yzfq,—g.,ﬁcﬁa) =471Goph(0o), 1D

2(y,0)V’o — f(y,0)6 + %"(% Vo) +gy(Vy-Vo) — f?a e 472)00

pYho, (12)

na qual os simbolos f5, fy, &, &y € hs indicam derivadas parciais das fun¢des em relagdo ao campo que consta
no subindice. A partir daf fez-se uma andlise perturbativa dessas equacdes considerando uma expansao em série

dos campos.
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5.1 Perturbacao

5.1.1 Primeira ordem

Comecamos com uma perturbagdo de primeira ordem apenas. Portanto, utilizou-se das seguintes substituicdes:

v =yo+v, (13)
o =o0p+0. (14)

Neste caso, temos Yy e 0y como constantes € Y e 0] dependentes das coordenadas espaciais e temporal. A ideia
é que Yy e oy representam solucdes exatas das equagdes de campo que descrevam a gravidade de um sistema
global onde o sistema de interesse estd inserido. Por exemplo, eles podem descrever um cendrio cosmoldgico
sob o qual estd imerso o nosso Sistema Solar. Dessa forma, faz sentido assumir que sdo constantes, ja que esses
campos de fundo somente sofrerdo variagdes considerdveis em uma escalar de tempo e distdncia muito maiores do
que a do sistema local. Assim, y; e o representam a gravidade gerada pelo sistema local. Além disso, assume-

se [wo| > [y

consideramos que derivadas temporais diminuem a ordem de grandeza dos campos, pois estamos considerando

, de modo que desprezamos termos quadraticos ou de ordem superior. Mais ainda,

um sistema quase estaciondrio, onde as varia¢des temporais dos campos sao irrelevantes para ordem linear. Dessa

forma, obtemos

V2yi = 47Gohop, (15)
€
4wyGoh
Vg, — ¥l (16)
wgo

sendo go = g(Wo,00) e hy =dh/d 0|s—g, termos constantes obtidos do desenvolvimento em séries de Taylor dessas

funcdes.

Utilizou-se o Método das Fun¢des de Green para encontrar as solugdes de (15) e (16), que sdo

21N 93,1 =21\ g3,/
G Goho/ p|(r e ) = "'OhlG"/p(f )Jdr (17)

F—7| |7 —7

As integrais acima sdo, em esséncia, o potencial gravitacional newtoniano,!

=/ d3 /
U= GN/ pF)dr! talque VU = —4nGyp, (18)
|4

=7
e com Gy a constante gravitacional de Newton. Dessa forma, podemos escrever que

U hGo U
y1 = —Goho——, € o1 — Yot

—. 19
Gy wgo Gy 1)

'Na verdade, U é o negativo do potencial newtoniano. Mas usamos essa notacio para estarmos em consonancia com as principais referéncias
sobre andlise pds-newtoniana, como por exemplo, a referéncia (POISSON; WILL, 2014).
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Nota-se, portanto, que ambos os campos sdo diretamente proporcionais ao potencial newtoniano. Dessa forma, o
potencial gravitacional efetivo da teoria, Uss = —Wh(0), “apenas” reproduzird a gravitagdo universal de Newton
em primeira ordem. Por um lado, isso € um resultado bom, uma vez que recuperamos a gravitacdo newtoniana

na primeira ordem. Mas, por outro lado, queremos estudar as modificagdes trazidas pela teoria. Necessitamos,

portanto, calcular os termos de segunda ordem na perturbagdo.

5.1.2 Segunda ordem

Para a andlise de perturbacio das equagdes (11) e (12) fazemos:

V=Yo+ i+, (20)

0 =0p+0]+ 0y, 21

E usamos para y; e 6 as solucdes encontradas na se¢@o anterior. As equagdes dindmicas para ¥, e 0> sao

(0] -
Vs = Sgy [Voi [ +4Gohoip (22)

_8a

V262 =
280

= = = 47G
(WGl ? +2C71V261) - % (Vllll -Voi + W1V261) + Woo (myi+hyor)p.  (23)
As solugdes dessas equagdes sdo obtidas usando o método de funcdes de Green, novamente. Nesse processo de

integracao, uma nova forma de potencial gravitacional aparece, a saber

=/

U =/
@, = Gy / Moﬁr’, talque V2, = —47GypU. (24)
S

‘—» =/

Esse potencial é muito comum em vdrias teorias gravitacionais relativisticas, como a prépria Relatividade Geral.

Por isso estamos mantendo a notacdo usual para representd-lo (incluindo o indice 2). Por fim, usando a identidade,

. U?
VU > = V2 <2c1>2>, (25)
obtemos
K
Vo= %Uz — (K1 + K2) P, (26)
h h 2K h
Gz‘( L+ L Sa >1q>2— (g"l + 0 )Kluz, @7)
hiys  @gohy 2080 ) gy, 20808y, Yol
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onde
8w l//(% h% Go 2
K =200 (20 (28)
2(1)g0 Gy
W (Go\’
K, = Yohy <0> ’ (29)
wgo \ Gy
20Ky hoh G}
Ks = oK1 homGg (30)
Yohi  @goGn
5.1.3 Potencial gravitacional efetivo
O potencial efetivo da teoria é dado por: U,y = —Wh(0), sendo este o termo que acompanha a fonte de campo p
da (8). A forma do potencial efetivo para até a segunda ordem fica sendo
U~—%mﬁ(%(mqwh”%)UW%%<G»2(hog%%+g“%gm%)U2
</ Gy 0o wgo \ Gn hiwo  2goh1  4g0  4giw
27,2 2
hy (G h o O h
+%1<0> ( 0 _70_3W10_861V’20+ 2llfo>q)2 31
wgo \ Gy hvo W 280 @ 20g; ©gom
Para que a teoria reproduza a gravitagdo newtoniana em primeira ordem, devemos impor que
(V%hl—+h 0'> Go _ (32)
——+no0p | ~— = 1.
0go Gn

Para avancarmos na andlise das consequéncias das modifica¢des trazidas pela teoria, vamos nos restringir a uma
classe de teorias onde a fun¢@o g seja na verdade uma constante com unidades de velocidade & quarta poténcia.
Com isso, os efeitos perturbativos de até segunda ordem estardo codificados na funcdo de acoplamento 4. Além
disso, como estamos trabalhando com a hipdtese de que as alteragdes na gravitagcdo newtoniana devem ser peque-

nas, podemos assumir que @ < 1. Com essas consideracdes, o potencial gravitacional fica sendo

wgo ho 2 hy
- = — — | —— — =) P,
U,y Yoo +U ( v h1> U~ + (hllVO P (33)

5.2 Equacao de movimento

Para encontrar a equagdo de movimento de um corpo A em um sistema de N corpos utiliza-se a a forca atuando

neste corpo,

Q:mm:/p@@ﬂfx (34)
Va dt

A integral acima € feita sobre um volume que engloba o corpo A. Através da Equacao de Euler, temos

Q:/pm@vwﬂ%, (35)
A
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j4 que o termo de pressdo resulta em uma integral nula via teorema de Gauss.

Prosseguindo, separamos os potenciais em suas contribui¢des pelo corpo A e pelos demais corpos do sistema,

assim

U= UA + Uext,A, (36)

D) = Dyyg + DPoexia 37

Ambos sdo calculados como em (18) e (24), mas Uy € integrado sobre V4 enquanto o potencial externo € uma soma

de integrais sobre o volume que envolve cada um dos corpos restantes do sistema. Ao considerar que a densidade

de cada corpo reflete simetricamente em relacio ao seu centro de massa, é possivel mostrar que apenas as partes

externas contribuem para a forca. Além disso, estes termos podem ser removidos da integral em (35) assumindo

que os corpos estdo muito afastados entre si (que é o caso do sistema solar). Dessa forma os potenciais externos
~ ~ ., . ~ . . . ~ 2 . ~

ndo dependerdo da varidvel de integracdo como primeira aproximacio.”~ Com essas consideracdes, a forca sobre

um corpo A fica sendo

fl=my agj:;A —dymy 861;2;;[_/4 - agj;,:’A [ZdlmAUem,A5jk —4d1Qp 0 + (2d, —dz)Q/j;k] (38)
onde
= [ plx)d%, (39)
ok — _ /P 1,x)p(t, Xli( T 27) (xk =) Bxdy, (40)
dy = wgo hy hy 1)

——, € dry= .
v M’ iy
O traco do tensor o', representado por 24, € a energia potencial gravitacional do corpo A.

Uma vez que assumimos que os corpos estdo bem afastados um dos outros, os potenciais externos podem ser

expandidos em séries de Taylor [ver, por exemplo, (POISSON; WILL, 2014, pp. 437)],

Gym
Uexia = Y, —F, (42)
B#A TAB
8U A GNmB ~
i - _ Z AB’ (43)
B£A rAB
8<I> A GNQB G2 mame G2 mpmc
—am =2 Y - Y - Y T (44)
BZA AB BZA  TaB BZAC#A.B TABTBC

20s resultados para a integral da divergéncia de cada potencial ji sdo conhecidos. A referéncia (POISSON; WILL, 2014) apresenta uma
exposi¢do bem detalhada desses cdlculos. Embora seja usada uma defini¢do distinta para a densidade de massa (jd que a densidade conservada
na relatividade geral é dada por p* = p,/—g, sendo g a métrica do espago-tempo), seus resultados ainda sdo validos no contexto newtoniano
uma vez que aqui p € a densidade que satisfaz uma equagdo de continuidade.
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Nas expressdes acima foram usadas as seguintes notagdes: Fap = F4 — Fg € Pap = Pap/rap. Ao substituir tais
expressdes em (38), teremos mais de um termo de forca dependendo do inverso do quadrado da distincia entre os
corpos. Tais corre¢des representam uma manifestacdo da diferenca entre massa inercial e as massas gravitacionais
passiva e ativa. Estas quantidades, que sao todas iguais na teoria newtoniana usual, sdo representadas pela seguinte

expressao geral

3 k 3 3 3 . GN %Q/)mn .
l _ m Al an AJ
Z (Ms)yds=-Y Y Z (Mp)" Y, TTIE R i . (45)
k=1 I=Im=1n=1 B£A rAB
Dessa forma, .#,, é a quantidade de massa que gera um potencial gravitacional: a massa gravitacional ativa, M »
€ o termo de massa que relaciona a forca com o gradiente do potencial: a massa gravitacional passiva; e a massa

inercial, ou seja, a relagdo entre forca e aceleracao, é representada por .# . Os indices latinos representam as

coordenadas espaciais, por isso sdo somados de 1 a 3. No modelo que estamos analisando, teremos,

(M) = (ma —2d,Q4) 57 + (2d) — dy) Q¥ (46)
(M) = (ma +2d1Q4) 8% = (M )2, 47)
(Mg )i = (mp+2d,05)87% = (M /) S*. (48)

Portanto, a forma final da equacdo de movimento de um corpo A, na primeira ordem pds-Newtoniana, pode ser

escrita como

3

i Gy (A . G2mam
Z(///J)i;kaﬁ = —(Mp)a Z u ]B-i— Z M(dzmA+2d1m3)rAB
k=1 B#A riB B#A riB

)

B#AC+#A.B T /343

(49)
rac | rac) AP

O objetivo deste trabalho € analisar o impacto das modificagdes trazidas pela teoria newtoniana com constante
gravitacional varidvel sobre a variacdo secular dos pardmetros orbitais keplerianos, em especial o argumento do
periélio. Para isso, consideramos um sistema bindrio (Sol e planeta), simplificando (49). Nesses casos, a distingdo
entre massa inercial, massa gravitacional passiva e massa gravitacional ativa ndo pode ser medida, o que nos
permite substituir todos os .# por m. Como todo sistema bindrio, simplificamos ainda mais se olharmos para a
aceleracdo relativa dos corpos, d) — d,. Portanto, o sistema binario pode ser interpretado como uma tinica particula
de massa reduzida u = m;m;/m movendo-se no campo gravitacional gerado por um corpo de massa m = mj + m;.

Sob essas condi¢des, obtemos,

2
f= _G’i;"“ ( GN [dym —2(2d; — dg)ﬂ]) £, (50)

com r = ry, sendo a distincia relativa entre os dois corpos.
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5.3 Variacao de elementos orbitais

Devido a modificacdo realizada na forca gravitacional, a 6rbita desenvolvida por uma particula teste interagindo
com uma fonte ndo serd eliptica. Neste caso, os parAmetros Keplerianos sofrem variacdes que influenciam dire-
tamente na trajetéria das particulas e na orbita. Tomando a nova forma da forca gravitacional, podemos utiliza-la
como efeito perturbativo para obter a variacdo dos pardmetros Keplerianos, visto que, através do Teorema do Vi-
rial, observa-se Gym/r = v?, sendo v a velocidade orbital tipica. Esta correcio do potencial Newtoniano comum

deve tratar a velocidade sendo da ordem de v*/c?, sendo pequeno o suficiente para 6rbitas de satélites e planetas.

Tomando um sistema de duas particulas de massa m; e m e adotando o centro de massa na origem do sistema de
coordenadas, obtém-se uma equacdo conica da trajetéria da posicdo relativa entre as particulas dada pela Equagdo

(5D,
a(l—eé?)

r:H—ecosf' D
Sendo e a excentricidade da elipse, a o semi-eixo maior e f a anomalia verdadeira, sendo este o angulo orbital
com relagdo ao pericentro. Para relacionar as modifica¢des na forca gravitacional com os dados observacionais é
necessario descrever o movimento com relacdo ao plano orbital da Terra, que requer o uso de novos parametros,

sendo eles a inclinagdo orbital i, 0 dngulo € entre o nd ascendente, a direcdo de referéncia dentro do plano orbital

de referéncia e o parametro do pericentro w (veja a Figura 1).

Figura 1: Movimento orbital decomposto em um plano de referéncia.

Corpo celeste

Anomalia verdadeira

Q g

Angulo do né ascendente
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— >y
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X
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Fonte: Lasunncty, através de Wikimedia commons, alterada pelos autores.

Para determinar a variacdo dos parametros Keplerianos utilizou-se o método das 6rbitas osculantes. Neste método,
a particula percorre uma trajetdria eliptica a cada instante de tempo, sendo que os pardmetros orbitais que definem a
elipse variam conforme o tempo, ou seja, a cada instante a particula se movimenta em uma elipse diferente. A mu-
danga nos pardmetros orbitais ocorre devido a componente radial orbital da for¢a perturbativa R, uma componente

W normal ao plano da 6rbita e uma componente S perpendicular as dire¢Ges anteriores.

A forca encontrada na equagdo (50) possui uma contribuicio Newtoniana e uma contribui¢do perturbativa, sendo
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esta a componente radial perturbativa de interesse, escrita como

_ 2Gymu

R
)

[dvm —2(2d; —da)]. (52)

A aceleracdo perturbativa causa varia¢des na excentricidade e no argumento do pericentro, de acordo com as

equagdes abaixo (POISSON; WILL, 2014, p. 160)

dw  d*(1-é*)? cos f
df —  eGymp (1+e cosf)zR’ (53)
de a*(1—e*)? sen f (54)

df ~  Gymp (1+ecosf)?
A partir disso, utilizando a Equacdo (51), integra-se em um periodo orbital completo, obtendo as relagcdes

di —2(2d, — dp)(p/m)

Aw = -27G
v i ae(l —e?) ’

(55)

Ae =0. (56)

Observa-se que somente o argumento do pericentro w varia de forma cumulativa a cada periodo, indicando que
a excentricidade das elipses se mantém. Pode-se descrever a varia¢do por Orbita obtida em termos da variacdo
temporal dividindo a Equagdo (55) por um periodo P. Baseado na terceira lei de Kepler, utiliza-se o periodo

P =2nd3/? /+/Gnm, resultando em uma variagdo secular,

r . = m [dl —2(2d —dz)(li/m)] (57)

(dw) (Gym)3/?

Nosso foco € utilizar a expressdo acima para o sistema Sol-Mercirio e verificar as condi¢des sobre as constantes
livres para que a teoria explique corretamente o avango do periélio desse planeta. Sendo ¢ a massa reduzida e tendo
sua ordem de grandeza ~ 10% kg, ou seja, aproximadamente a massa de Merciirio, e m a massa total do sistema
sendo da ordem de ~ 10°° kg, ou seja, basicamente a massa do Sol, pode-se descartar os termos que acompanham a
relagdo u/m. Com isso, utilizando os dados da sonda MESSENGER para o avango do periélio de mercirio sendo
(dw/dt) . = (42,9799 40,0009)” /século (PARK et al., 2017) e os valores de Gy = 6,674 x 101 m3/kg-s?,

a massa do Sol m = 1,988 x 10" kg e os pardmetros da 6rbita de merciirio e =0,205631 e a =57,909x10° m,

respectivamente a excentricidade e o semi-eixo maior. Obtemos assim um valor estimado para d; de
dy = 6,87 x 10718 (m/s) 2. (58)

Lembrando que d; = wgoho/ 1113 h1, um modelo tedrico que esteja de acordo com as observagdes para o avango do

periélio de Mercurio deve ter suas fungdes g e h satisfazendo a relacdo acima.
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6  Consideracoes finais

Este trabalho visou estudar uma classe de teorias alternativas da gravitagdo newtoniana com acoplamento varidvel
produzido a partir de dois campos escalares, ¥ e ¢. Foi realizado um estudo dos fundamentos matematicos sobre
Calculo Variacional, Principio de Hamilton e Teoria Classica de Campos. Com os conhecimentos adquiridos

utilizou a Equacgao de Euler-Lagrange para encontrar as equacdes dindmicas dos campos Y e ©.

Com os resultados obtidos aplicamos uma Teoria de Perturbacdo consistente para um sistema de campo gravitacio-
nal fraco e quase estdtico. Com as perturbacdes feitas determinou-se o potencial gravitacional efetivo e através dele
obteve-se a equagdo da forca gravitacional para um sistema de N corpos. Nesse processo, verificou-se que essas
teorias reproduzem a gravitagdo newtoniana na primeira ordem aproximativa e as corregdes trazidas na ordem néo
linear podem produzir efeitos que diferenciem as massas inercial, gravitacional passiva e gravitacional ativa. Esse

€ um aspecto que requer estudo futuro e ndo estava no escopo de nosso projeto.

A partir disso, foi utilizado o método das drbitas osculantes para compreender como os parametros keplerianos
variam com o tempo nessa teoria newtoniana modificada. Foi observado que somente o argumento do pericentro
orbital varia com relagdo a anomalia verdadeira e de forma acumulativa. Vimos, por fim, que os dados observacio-
nal de Mercurio pode vincular parte da lagrangiana dessa classe de teorias. A perspectiva futura € investigar mais
detalhadamente essa classe de teorias com outros dados observacionais, de forma que seja possivel restringir mais

a lagrangiana.
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